Klasifikace a rozpoznavani

Linearni klasifikatory



Opakovani - Skalarni soucin




Linearni klasifikator

y(x) = wlx + wy

Vyber tridu C, pokud y(x) > 0 a jinak vyber tridu C,

Zobecneny linearni klasifikator
y(x) = f(wx + wo)

kde f se nazyva aktivacni funkce



Linearni klasifikator




Perceptron

Jednoduchy linearni klasifikator s aktivacni funkci:

s +1, a=0
fla) = { —1, a<?0

Samotna aktivacni funkce v tomto pripadé nic nezmeéni —
rozhodovani na zaklade y(x) > 0 by vedlo ke stejnému vysledku —
ale pro ucici se algoritmus bude vyhodné definovat si pozadovany
vystup jako:

te{-1,4+1}

Pro dalSi zjednoduSeni predpokladejme, ze w, je “nulty” koeficient
vektoru w a odpovidajici vstup x, je vzdy 1. Mizeme tedy psat

pouze:
y(x) = f(w'x)



Perceptron — ucici algoritmus

* Cyklicky prochazej jednotlivé trénovaci vzory a vzdy
kdyz naraziS na spatné klasifikovany vzor kde

y(Xn) ?’é tn
zmen vektor w takto:
1 _
witt =w” +x,t.,

* Lze dokazat, ze pokud jsou data linearne separovatelna,
tak, algoritmus vzdy nalezne reseni — konverguje. V
opacnem pripade, ale nikdy nekonverguje






Perceptron

Ale které reSeni je to spravné?

Algoritmus konverguje v méné
Reseni, které poskytne ugici nez (R/D)? krocich

algoritmus perceptronu zalezi

na inicializaci — poCateCnim w
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Opakovani - MAP klasifikator

* Méejme 2 tridy C, a C,
— Pro dany priznak x vyber tfidu C s vetsi posteriorni
pravdepodobnosti P(C|x)

— Vyber C, pouze pokud:
P(Cilz) > P(Ca|x)
P(x|C1)P(C1) N P(x|C2)P(C2)
Ploy Plx)
In P(x|C1)P(C1) > In P(x|C2)P(Cs)

P(x|C1)P(Cy1)
I e P !




Pravdepodobnostni generativhi model

* Modeluime rozlozeni trid aaussovskvm rozlozenim:

| 1 1 1 et
})(X‘Ck) — (2'7;_')_[);;2 ‘2‘1;’2 e}{l') {_5(}( o ,‘L;C) E I(X o ’J’k)}

» Pokud nas model omezime tak, ze kazda trida ma svou
stredni g, hodnotu, ale kovariancni matice Z je spolecna
pro obé tridy, tak muzeme psat:

kde | |
wo o= Xy — p)
wy = _if-bfz I 4 J-,J - ,{Lz—|—111 }'((l)

2 2 p(Ca)
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Maximum likelihood odhad parametru

* Hledame parametry modelu

3. P(Cy), P(Cy)} = e Z)VP(C,.
{M17M27 ) ( 1)7 ( 2)} arg{ul,/,LQ,Efrfl’?é(l),P(Cg)}Hp(x ‘lu'tz ) ( tz)

kde t; je tfida do které patfi vzor x; a p,je stredni hodnota
teto tridy

+ Resenim jsou :
— stfedni hodnoty spocCitané z dat jednotlivych trid

— Kovarian¢ni matice, ktera je vahovanym pramérem
kovarianCnich matic spocCtenych z dat jednotlivych trid
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2 0 2 4 6 8 4 2 0 2 4 6 =8
V pfipadé kdy ovSem nase data nerespektuji predpoklad gaussovskych

rozlozeni a sc_ll’l_ené kovarianc¢ni matice. Klasifikator mize selhat — fialova
rozhodovaci linie

Lepsi vysledky dostaneme s diskriminativné natrénovanym klasifikatorem,
ktery bude vysveétlen pozdéji — zelena rozhodovaci linie



Opakovani LDA

* Snazime se data 4t e ,
promitnout do takoveého x I A SR
Smeru, kde ol v :. ..-.::-._E'. ™ ----. .

— Maximalizujeme _ ] ? T
vzdalenost mezi stfednimi e A
hodnotami tfid ol

— Minimalizujeme ‘?
prameérnou varianci tfid \

- Maximalizujeme tedy -

mp = wi my - ’ °
3
o lmg —my)” 5 . .5
}{“') = 5 5 Sk — E [f,-"n — -”-FIE'.'J
=l —|— =
~1 2 nely,

W X Sﬁ,-l(mg —my).

* Pro dve tridy je w totozné s tim které jsme obdrzeli pro nas
generativni klasifikator.

* Generativni klasifikator ovSem zvoli i prah w,



Generativni model a zobecneny
linearni klasifikator

Nyni pouzijme zobecnény linearni klasifikator

1

y(x) = o(w!x + wp)

kde stale plati, ze

T P(z|C1)P(C1)

WX+ wo = I e pe,) “
a kde aktivacni funkce je logisticka sigmoida
1
1 4+ exp(—a)

o(a) =

Potom Ize hodnotu tohoto zobecneného linearnino
klasifikatoru pfimo interpretovat jako posteriorni
pravdepodobnost tridy C,

1

p(Ci]x) = o(w'x + wq)



| -

0.3-1-"'

02| B8




Jiné generativni linearni klasifikatory

Linearni klasifikator dostaneme nejen pro gaussovske rozlozeni, ale
pro celou tridu rozlozeni s exponencialni rodiny, které lze zapsat v
nasledujici formé:

| 1 1 o | -
p(xX| Ak, s) = —h (—_}{) g(AR) exp {—)\ix}

S S S

kde vektor A, ma kazda tfida svuj vlastni, zatim co parametr s je
sdileny vSemi tridami



Nelinearni mapovani vstupniho vektoru

* Nelze-li puvodni data linearné oddélit, mozna pomuze jejich nelinearni
transformace do potencialné vysocerozmeérného prostoru — hlavni myslenka
,kernel methods" které budou vysvétleny pfiste

* V nasem prikladu pomohlo i mapovani dvourozmérnych dat do dvou
gaussovskych funkci
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Linearni logisticka regrese

Uvazujme opét pravdépodobnostni model

p(Ci]x) = y(x) = o(w'x)

kde opét pro zjednoduseni X, je vzy 1 a nemusime tedy explicitne
zavadet w,

Nyni ale budeme parametry w odhadovat pfimo tak abychom
maximalizovali pravdepodobnost, ze vsSechna trénovaci data budou

rozpoznana spravne
p(t1X) = [] v(xn) J] (1 —u(xn))
neCy neCsy

Kde t je vektor korektnich identit trid t. pro jednotlivé vstupni vektory x .. Pro
zjednodusSeni zapisu predpokladejme, ze t = 1, pokud x, pafi do tfidy C, a
t. = 0 pokud x, pari do tfidy C,.Potom muzeme psat

t|X Hyn 1_yn ~in



Linearni logisticka regrese — odhad

parametru

Lépe se nam bude pracovat s logaritmem nasi objektivni funkce,

coz je chybova funkce znamo jako vzajemna entropie
N

E(w)=—Inptjw) = =) {tyIny, + (1 — t,) In(1 — y,,)}

n=1

Hledame minimum této funkce, takze derivujeme abychom dostali
gradient N

VE(w) = Z(yn — tn)Xn

n=1

Pokud najdeme parametry w pro které je gradient nulovy, nasli jsme
optimum chybové funkce. To v8ak neni snadné nalézt analyticky.
Budeme feSit nymericky, naprf pomoci gradient descent

wl™™ = wl™) — )V Ep (w)



Linearni logisticka regrese — odhad
parametru

* Rychlejsi konvergenci dosahneme pomoci Newton-Raphson
optimalizace:

— Kolem stavajiciho feseni w4 aproximujeme chybovou funkci VE
pomoci Taylorova rozvoje druhého radu, cimz obdrzime kvadratickou
formu (vicerozmérné zobecnéni kvadratické funkce).

— Jako nové feSeni zvolime to, kde ma tato kvadraticka forma minimum.
W{nuw) — W(Ul(l] . H_lvE(W)
kde H=XTR X je matice druhych derivaci (Hessian matrix).
W(new) — W(old) . (XTRX)_1XT (y . t)

R je diagonalni matice s hodnotami na diagonale:

Rn.n; — yn(l — yn.)



Problem s vice tridami

+ Kilasifikace
— jeden proti vSem
— Kazdy s kazdym




Linearni klasifikator — vice trid
Nejlépe je mit jednu linearni funkci pro kazdou tfidu k

Yr(x) = W,LlX + Wk
Vyber tfidu s nejvétsim y,(x)
Rozhodovaci linie je opét linearni dana

yR(x) = y;(x)

v v N’

Pro dve tridy reseni degraduje k tomu co uz jsme videl

(W —w,) x4+ (wipo — wjo) =0



Vice trid — generativni model

p(x|Cr)p(Cr)
> p(x[Ci)p(Cy)
expl(ag)

Zj exp(a;)

p(Cr|x)

ar = Inp(x|Cx)p(Cy)

wr = X 'u,

| _
Wy = —5;;,;2 lkarhlggJ(Ck)

ap(x) = W;lX T Wko
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